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1. Introduction
Los algebroides de Lie definidos por J. Pradines en [Pra] constituyen una
generalizacio´n natural de las a´lgebras de Lie y de los fibrados tangentes a
una variedad.
En los u´ltimos an˜os, esta nocio´n se ha revelado fecunda en Meca´nica,
Geometr´ıa simple´ctica y teor´ıa del Control o´ptimo. En [Wei], Weinstein plan-
tea el problema de un posible desarrollo de un formalismo geome´trico sobre
algebroides de Lie similar al formalismo de Klein en Meca´nica Lagrangiana.
En [Mar1], Mart´ınez da una respuesta positiva a este problema usando la
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nocio´n de prolongacio´n de un algebroide de Lie introducida por Higgins y
Mackenzie en [HigMac].
En este art´ıculo nos interesamos a los l´ımites directos de tales estructuras
y obtenemos los resultados dados en los teoremas 21 y 22 de la u´ltima
seccio´n: se puede definir sobre estos l´ımites una estructura conveniente.
En la seccio´n 2 recordamos el formalismo conveniente desarrollado en
[KriMic]. Desarrollamos la nocio´n de l´ımite directo de diferentes estructu-
ras (espacios vectoriales topologicos, variedades, fibrados vectoriales) en las
secciones 3 y 4. Entonces, obtenemos estructuras convenientes sobre estos
l´ımites (Proposicio´n 6 y Proposicio´n 11). En la seccio´n 5 recordamos las
nociones de algebroides de Lie y sus prolongaciones. En la u´ltima seccio´n
probamos que se puede definir sobre l´ımites directos de tales objetos estruc-
turas convenientes y damos el ejemplo del oscilador armo´nico conveniente.
2. Ca´lculo diferencial conveniente
Con el fin de equipar un espacio vectorial topolo´gico de Haussdorf local-
mente convexo (e.v.t.l.c.) E con una estructura diferencial, como introduci-
da por Fro¨licher, Kriegl y Michor, se utiliza la nocio´n de curva diferenciable
c : R→ E de clase C∞ que no plantea ningu´n problema.
La propiedad clave es la de c∞-completitud.
Definicio´n 1 Se dice que un e.v.t.l.c. E es c∞-completo o conveniente si se
cumple la propiedad siguiente: Dado B ⊂ E un conjunto cerrado, acotado y
absolutamente convexo, el espacio lineal EB generado por B es un espacio
de Banach.
Un e.v.t.l.c. conveniente es Mackey completo (cf. [KriMic] Teorema 2.14).
La c∞-topolog´ıa de un e.v.t.l.c. es la topolog´ıa final inducida por la
familia de las curvas C∞ R → E; se denotara´ por c∞E. A sus conjuntos
abiertos los llamaremos c∞-abiertos.
No´tese que la c∞-topolog´ıa es en general ma´s fina que la topolog´ıa origi-
nal. En los espacios de Fre´chet, esta topolog´ıa coincide con la topolog´ıa del
e.v.t.l.c.
En general, c∞E no es un espacio vectorial localmente convexo.
Sean E y F dos espacios convenientes y sea U ⊂ E un c∞-abierto. Se
dice que una aplicacio´n f : E ⊃ U → F es c∞ si f ◦ c ∈ C∞ (R, F ) para
cada c ∈ C∞ (R, U).
Adema´s, se puede definir una estructura de espacio vectorial c∞-completo
sobre el espacio C∞ (U,F ) (cf. [KriMic], 2.3 (5)).
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Proposicio´n 2 Los l´ımites, las sumas directas y los l´ımites directos estric-
tos de espacios convenientes son espacios convenientes.
Las nociones de variedad conveniente (ve´ase [KriMic], 27.) y de fibrado
vectorial conveniente (ve´ase [KriMic], 29.) se definen de manera natural.
3. L´ımites directos de espacios vectoriales topolo´gi-
cos
En esta seccio´n vamos a referirnos a [Bou], [Glo1] y [Glo2].
Sea (I,≤) un conjunto direccionado. Un sistema directo en una categor´ıa
A es un par S =
(
Xi, ε
j
i
)
i∈I, j∈I, i≤j
donde Xi es un objeto de la categor´ıa
y los εji : Xi −→ Xj son homomorfismos (bonding maps) que cumplen las
propiedades siguientes:
1. ∀i ∈ I, εii = IdXi
2. ∀ (i, j, k) ∈ I3, i ≤ j ≤ k, εkj ◦ ε
j
i = ε
k
i .
Un cono sobre S es un par (X, εi)i∈I donde X ∈ obA, εi : Xi −→ X y
los homomorfismos εji : Xi −→ Xj verifican las relaciones εj ◦ ε
j
i = εi para
i ≤ j.
Un cono (X, εi)i∈I es un l´ımite directo de S si para cualquier cono
(Y, θi)i∈I sobre S existe un u´nico homomorfismo ψ : X −→ Y tal que
ψ ◦ εi = θi. En tal caso, escribiremos X = l´ım−→S o X = l´ım−→Xi.
Cuando I = N dotado de la relacio´n de orden en los nu´meros naturales,
los sistemas directos numerables se llaman sucesiones directas.
3.1. L´ımites directos de conjuntos
Sea S =
(
Xi, ε
j
i
)
i∈I, j∈I, i≤j
un sistema directo de conjuntos (A = SET).
Sea U =
∐
i∈I
Xi = {(x, i) : x ∈ Xi} la unio´n disjunta de los conjuntos Xi
con la inclusio´n cano´nica
ιi : Xi −→ U
x 7→ (x, i) .
. Se define una relacio´n de
equivalencia ∼ sobre U de la manera siguiente:
ιi (x) ∼ ιj (y) si existe k ∈ I : i ≤ k y j ≤ k tales que ε
k
i (x) = ε
k
j (y).
Tenemos el conjunto cociente X = U/ ∼ y la aplicacio´n εi : π ◦ ιi donde
π : U −→ U/ ∼ es la aplicacio´n cano´nica suprayectiva.
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Entonces, (X, εi) es el l´ımite directo S en la categor´ıa SET.
Si cada εji es inyectiva entonces εi es inyectiva. Por supuesto S es equiva-
lente al sistema directo de los subconjuntos εi (Xi) ⊂ X, con las inclusiones
cano´nicas.
3.2. L´ımites directos de espacios topo´logicos
Si S =
(
Xi, ε
j
i
)
i∈I, j∈I, i≤j
es un sistema directo de espacios topolo´gicos
Xi donde ε
j
i son aplicaciones continuas, entonces el l´ımite directo (X, εi)i∈I
en la categor´ıa de conjuntos coincide con el l´ımite directo en la categor´ıa TOP
de los espacios topolo´gicos si X tiene la DL-topolog´ıa, i.e. la topolog´ıa ma´s
fina para la cual todas las aplicaciones εi son continuas. Entonces O ⊂ X es
abierto si y so´lo si ε−1i (O) es abierto en Xi para cada i ∈ I.
S es estricto si cada εji es un encaje. En esta situacio´n, cada εi es un
encaje.
Demos ahora algunas propiedades de sucesiones crecientes de espacios
topolo´gicos ([Glo2], Lema 1.7):
Proposicio´n 3 Sea X1 ⊂ X2 ⊂ · · · una sucesio´n creciente de espacios to-
polo´gicos tales que las inclusiones son continuas. Ponemos en X =
⋃
n∈N∗
Xn
la topolog´ıa final correspondiente a la familia de las inclusiones εn : Xn →֒ X
(i.e. la DL-topolog´ıa). Entonces, tenemos las propiedades siguientes:
1. Si cada Xn es T1, entonces X es T1.
2. Si On ⊂ Xn es abierto y O1 ⊂ O2 ⊂ · · · , entonces O =
⋃
n∈N∗
On es
un abierto de X y la DL-topolog´ıa sobre O = l´ım−→On coincide con la
topolog´ıa inducida por X.
3. Si cada Xn es localmente compacto, entonces X es Haussdorf.
4. Si cada Xn es T1 y K ⊂ X es compacto, entonces K ⊂ Xn para cierto
n.
3.3. L´ımites directos de espacios vectoriales topolo´gicos de
dimension finita
Sea E un espacio vectorial real de dimensio´n numerable.
Sea E1 ⊂ E2 ⊂ · · · una sucesio´n creciente de subespacios vectoriales
de E de dimensio´n finita tal que E =
⋃
n∈N∗
En. Se obtiene una sucesio´n
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directa estricta de subespacios vectoriales dotada de la topolog´ıa final por
las inclusiones En →֒ E.
Entonces O ⊂ X es abierto si y so´lo si ε−1n (O) es un abierto de Xn para
cada n ∈ N.
Puesto que los espacios son de dimensiones finitas esta topolog´ıa coincide
con la ma´s fina topolog´ıa de espacio vectorial localmente convexo ([Glo1],
Ejemplo 3.5); el conjunto de todos los subconjuntos equilibrados, absorben-
tes y convexos es una base para esta topolog´ıa.
Adema´s E es un espacio vectorial conveniente ([Glo1], Lema 6.1).
Tenemos la relacio´n que sigue entre la diferenciabilidad C∞ y la c∞
([Glo2], Lema 1.9)
Lema 4 Para una aplicacio´n f : O −→ F donde O =
⋃
n∈N∗
On es una
sucesio´n creciente de conjuntos abiertos (On ⊂ En) y F un e.v.t.l.c. real y
Mackey completo tenemos la equivalencia siguiente: f es C∞ si y so´lo si f
es c∞.
Ejemplo 5 El espacio vectorial R∞, tambie´n denotado por R(N), de todas
las sucesiones finitas es el l´ımite directo estricto de
(
R
i, εji
)
(i,j)∈N2, i≤j
donde
εji : (x1, . . . , xi) 7→ (x1, . . . , xi, 0, . . . , 0) .
Es un espacio vectorial numerable y conveniente ([KriMic], 47.1). Una base
de R∞ es (ei)i∈N∗ donde ei =
(
0, . . . , 0, 1
ith term
, 0, . . .
)
∈ εi
(
R
i
)
.
4. L´ımites directos de variedades
4.1. L´ımites directos de sucesiones crecientes de variedades
de dimensio´n finita
Combinando los resultados obtenidos por Glo¨ckner ([Glo2], Teorema 1
y Proposicio´n 3.6), obtenemos:
Teorema 6 Sea M =
(
Mi, ε
j
i
)
i∈N∗, j∈N∗, i≤j
una sucesio´n directa de varie-
dades de clase C∞ paracompactas de dimensio´n finita donde εji :Mi −→Mj
son inmersiones inyectivas de clase C∞. Sea s = sup
i∈N∗
(dimMi) ∈ N∪{+∞}.
Hay una u´nica estructura de variedad c∞ modelada sobre R∞ por la cual
εn :Mn −→M =
⋃
i∈N∗
Mi es una aplicacio´n de clase c
∞ para cada n ∈ N∗ y
tal que (M,εn)n∈N∗ = l´ım−→S en la categor´ıa de las variedades convenientes.
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Ejemplo 7 La esfera S∞ ([KriMic], 47.2).– El espacio conveniente R∞ es
equipado con el producto escalar de´bil dado por la suma finita 〈x, y〉 =
∑
i
xiyi
bilineal y acotada. El l´ımite inductivo de S1 ⊂ S2 ⊂ · · · es el subconjunto
cerrado S∞ = {x ∈ R∞ : 〈x, x〉 = 1} de R∞. Es una variedad conveniente
modelada sobre R∞.
4.2. Funciones sobre l´ımites directos de variedades
Sea M =
(
Mi, ε
j
i
)
i∈N∗, j∈N∗, i≤j
una sucesio´n directa de variedades de
clase C∞ donde εji : Mi −→ Mj son inmersiones inyectivas C
∞. Podemos
identificar Mi con el subconjunto ε
j
i (Mi) de Mj . El a´lgebra de las funciones
reales definidas sobreMi se denotara´ por F (Mi). Entonces, podemos definir
la sucesio´n F =
(
F (Mi) , δ
j
i
)
i∈N∗, j∈N∗, i≤j
con las aplicaciones
δji : F (Mj) −→ F (Mi)
fj 7−→ fi
donde δji =
(
εji
)∗
, i.e. δji (fj) = fj ◦ ε
j
i . Estas aplicaciones satisfacen las
condiciones δji ◦ δ
k
j = δ
k
i para cada i ≤ j ≤ k. Entonces F es una suce-
sio´n proyectiva y se puede identificar el l´ımite proyectivo l´ım←−F (Mi) con
+∞⋂
i=1
F (Mi).
Sea f = l´ım←−fi el l´ımite proyectivo de funciones fi : Mi −→ R de clase
C∞. f es c∞ (cf. [Glo2]).
Para cada x ∈ M se define la diferencial dfx : TxM −→ R de la manera
siguiente: si x ∈Mk, entonces df (x) = dfk (xk):TxkMk −→ R.
4.3. L´ımites directos de campos de vectores
Sea M =
(
Mi, ε
j
i
)
i∈N∗, j∈N∗, i≤j
una sucesio´n directa de variedades pa-
racompactas de clase C∞ donde εji : Mi −→ Mj son inmersiones inyectivas
C∞. Entonces podemos equipar T =
(
TMi, T ε
j
i
)
i∈N∗, j∈N∗, i≤j
con una es-
tructura de fibrado vectorial conveniente (cf. [SurCab]).
Sea (Xi)i∈N∗ una sucesio´n de campos de vectores Xi ∈ X (Mi) tal que:
Tεji ◦Xi = Xj ◦ ε
j
i
Podemos definir una seccio´n c∞ de l´ım−→TMi como l´ım−→Xi.
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Ejemplo 8 X =
+∞∑
i=1
xi
∂
∂xi
es un campo de vectores de R∞definido de
la manera siguiente: sea x ∈ R∞; existe n = n (x) ∈ N∗ tal que x =
ιn (x1, . . . , xn) donde ιn : R
n →֒ R∞ es la inyeccio´n cano´nica. Tenemos
as´ı Xx =
n(x)∑
i=1
xi
∂
∂xi
.
4.4. L´ımites directos de grupos de Lie
Podemos encontrar en [Glo2], Teorema 4.3 (d), el resultado siguiente a
propo´sito del l´ımite directo de una sucesio´n de groupos de Lie de dimension
finita.
Proposicio´n 9 Sea una sucesio´n de grupos de Lie reales de dimension finita
y de clase C∞ G =
(
Gi, ε
j
i
)
i∈N∗, j∈N∗, i≤j
donde εji : Gi −→ Gj son C
∞-
homomorfismos. Entonces G = l´ım−→Gi es un grupo de Lie c
∞-regular.
Ejemplo 10 GL (∞,R) = lim
−→
GL (Rn) es un grupo de Lie conveniente.
4.5. L´ımites directos de fibrados vectoriales
Denotamos la inyeccio´n cano´nica Ri →֒ Rj por ιji .
Sea M =
(
Mi, ε
j
i
)
i∈N∗, j∈N∗, i≤j
una sucesio´n directa de variedades
paracompactas de clase C∞ y de dimension finita (dimMi = di) donde
εji : Mi −→ Mj son inmersiones inyectivas de clase C
∞. Podemos suponer
que M1 ⊂M2 ⊂ · · · . Aqu´ı consideramos la situacio´n donde sup di = +∞.
Par cada nu´mero natural i, sea (Ei, πi,Mi) un fibrado vectorial cuya fibra
es isomorfa al espacio vectorial Ei de dimensio´n ri (que se puede identificar
a Rri) donde sup
i∈N∗
ri = +∞. Supongamos que E =
(
Ei, λ
j
i
)
i∈N∗, j∈N∗, i≤j
es
una sucesio´n directa de variedades donde λji : Ei −→ Ej son inmersiones
inyectivas de clase C∞ y morfismos de fibrados vectoriales. Supongamos
tambie´n que E1 ⊂ E2 ⊂ . . . .
A la sucesio´n E =
(
(Ei, πi,Mi)i , λ
j
i
)
i∈N∗, j∈N∗, i≤j
la llamaremos l´ımite
directo de fibrados vectoriales si, para cada xi ∈Mi, existe un sistema directo
de trivializaciones (Ui,Ψi) (con U1 ⊂ U2 ⊂ · · · y Ui abierto de Mi) de
(Ei, πi,Mi) donde Ψi : π
−1
i (Ui) −→ Ui × R
ri son difeomorfismos locales
tales que xi ∈ Ui y para cada par (i, j) ∈ N
2, i ≤ j, tenemos las condiciones
de compatibilidad: (
εji × ι
rj
ri
)
◦Ψi = Ψj ◦ λ
j
i .
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La proposicio´n siguiente generaliza el resultado de [SurCab] a propo´sito
de l´ımite directo de fibrados tangentes.
Proposicio´n 11 Sea E =
(
(Ei, πi,Mi)i , λ
j
i
)
i∈N∗, j∈N∗, i≤j
una sucesio´n di-
recta de fibrados vectoriales. Entonces
(
l´ım−→Ei, l´ım−→πi, l´ım−→Mi
)
puede ser equi-
pado con una estructura de fibrado vectorial conveniente cuya base es mo-
delada sobre R∞ y cuyo grupo estructural es el grupo de Lie conveniente
GL (∞,R) = lim
−→
GL (Rn).
Demostracio´n.– Definamos en primer lugar una estructura de variedad sobre
E = l´ım−→Ei.
Para cada i ∈ N∗, Ei es un espacio topolo´gico localmente compacto; entonces,
l´ım−→Ei es Hausdorff (cf. [Han]).
Sea v ∈ E; definamos une carta en v como sigue. Puesto que v pertenece a
l´ım−→Ei, existe n ∈ N
∗ tal que v = λn (vn) con vn ∈ En y πn (vn) = x ∈ Mn.
Para i ≥ n, la trivializacio´n local Ψi : π
−1
i (Ui) −→ Ui × R
ri da origen, via
una carta ϕi : Ui −→ R
di , a una carta ψi : π
−1
i (Ui) −→ R
di × Rri . Puesto
que λji es un morfismo sobre ε
j
i , tenemos πj ◦ λ
j
i = ε
j
i ◦ πi y podemos definir
π = l´ım−→πi : l´ım−→Ei −→ l´ım−→Mi por π (v) = πn (vn) = x ∈Mn ⊂ l´ım−→Mi. Tenemos
entonces l´ım−→ (πi)
−1
(Ui) = π
−1
(
l´ım−→Ui
)
.
Puesto que el diagrama siguiente es conmutativo
(πi)
−1 (Ui) λ
j
i−→
(πj)
−1 (Uj)
Ψi ↓ ↓ Ψj
Ui × R
ri
(
εji × ι
rj
ri
)
−−−−−−−→
Uj × R
rj
podemos definir una trivializacio´n local del fibrado
(
l´ım−→Ei, l´ım−→πi, l´ım−→Mi
)
Ψ : π−1
(
l´ım
−→
Ui
)
−→ l´ım
−→
Ui × R
∞
v = l´ım−→vi 7→
(
x = l´ım−→xi, v̂ = l´ım−→v̂i
)
donde v̂i = θι (vi) con θι = pr2 ◦Ψi.
Ψ es un homeomorfismo como l´ımite directo de homeomorfismos.
Utilizando las cartas (Ui, ϕi)i≥n se puede definir una carta de E en v:
ψ : π−1
(
l´ım
−→
Ui
)
−→ R∞ × R∞
v = l´ım−→vi 7→
(
x = l´ım−→xi, v̂ = l´ım−→v̂i
)
donde xi = ϕi (xi).
Adema´s θx|pi−1(y) = l´ım−→
(θi)xi|pi−1i (yi)
: π−1 (y) −→ {y} × R∞ es lineal.
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Probemos ahora que los cambios de cartas son c∞-difeomorfismos.
Consideramos dos cartas
(
π−1 (Uα) , ψα
)
y
(
π−1
(
Uβ
)
, ψβ
)
en v ∈ E. Tenemos
entonces:
τβα = ψβ ◦ (ψα)
−1
: ψα
(
π−1
(
Uα ∩ Uβ
))
−→ ψβ
(
π−1
(
Uα ∩ Uβ
))
donde ταβ ◦ (ιdi , ιri) = (ιdi , ιri)◦τ
αβ
i (ιk : R
k →֒ R∞ es la inyeccio´n cano´nica).
Se sigue que τβα =
(
ϕβ ◦ (ϕα)−1 , θβ ◦ (θα)−1
)
∈ Diff∞ (R∞) × GL (R,∞)
donde Gl (R,∞) es un grupo de Lie conveniente ([KriMic], 47.7).
Probemos ahora la c∞-diferenciabilidad de la proyeccio´n π : E −→ M . Sea
c : ]−ε, ε[ −→ π−1 (U) ∈ E una curva tale que c (0) = v donde π (v) = x ∈
U ⊂M . Puesto que c (]−ε, ε[) es relativamente compacto, tenemos c (]−ε, ε[) ⊂
(πn)
−1
(Un) (3, 4.). Entonces π ◦ c = πn ◦ cn ∈ C
∞
(
]−ε, ε[ ,Rdn
)
. Deducimos
de esto que π es c∞. QED.
5. Algebroides de Lie
Recordamos definiciones y propiedades utilizadas en [CabPel] (ver tam-
bie´n [Igl] y [Mar2]).
5.1. Definiciones. Expresio´n local. Ejemplos
Sea τ : E → M un fibrado vectorial sobre une variedad de dimensio´n
finita cuya fibra es un espacio vectorial E de dimensio´n finita.
Un morfismo de fibrados vectoriales ρ : E → TM se llama un ancla. Este
morfismo da origen a un F−modulo ρ: Γ (E) → Γ (TM)=X(M) definido
para cada x ∈M y cada seccio´n s de E por:
(
ρ (s)
)
(x) = ρ (s (x)) y denotado
tambie´n por ρ.
Llamaremos a (E, τ,M, ρ) un fibrado anclado.
Definicio´n 12 Un casi-corchete sobre un fibrado anclado (E, τ,M, ρ) es un
corchete [., .]ρ que satisface una regla de Leibniz:
∀f ∈ F ,∀s1, s2 ∈ Γ (E) , [s1, fs2]ρ = f [s1, s2]ρ + (ρ (s1)) (f) s2
Un fibrado anclado (E, τ,M, ρ) equipado con un casi-corchete es llamado
casi-algebroide de Lie.
Definicio´n 13 Un corchete de Lie sobre un fibrado anclado (E, τ,M, ρ) es
un casi-corchete que verifica la identidad de Jacobi:
∀s1, s2,s3 ∈ Γ (E) ,
[
s1, [s2, s3]ρ
]
ρ
+
[
s2, [s3, s1]ρ
]
ρ
+
[
s3, [s1, s2]ρ
]
ρ
= 0
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Un fibrado anclado (E, π,M, ρ) equipado con un corchete de Lie se llama
algebroide de Lie.
Cuando (E, τ,M, ρ) es un algebroide de Lie el corchete [., .]ρ es un mor-
fismo de a´lgebras de Lie.
Ejemplo 14 Cualquier a´lgebra de Lie de dimensio´n finita es un algebroide
de Lie sobre un punto.
Ejemplo 15 El fibrado tangente πM : TM −→ M a una variedad diferen-
cial es un algebroide de Lie donde el ancla es IdTM y el corchete de secciones
es el corchete de Lie de los campos de vectores.
Ejemplo 16 E = TM y ρ = N es un tensor de Nijenhuis, i.e. un tensor
que verifica la condicio´n
[NX,NY ] = N ([NX,Y ] + [X,NY ]−N ([X,Y ]))
(TM,π,M,N) es un algebroide de Lie (cf. [Cab]) donde el ancla es N y el
corchete de secciones es el corchete [., .]N definido por:
[X,Y ]N = [NX,Y ] + [X,NY ]−N ([X,Y ])
Ejemplo 17 Sea (M,Λ) una variedad de Poisson. El fibrado cotangente
T ∗M a una variedad diferencial esta´ dotado de una estructura de algebroide
de Lie donde el ancla es el morfismo Λ♯ y el corchete en las 1-formas (cf.
[MagMor]) viene dado por:
[α, β]Λ = LΛ♯β (α)− LΛ♯α (β) + d
〈
β,Λ♯α
〉
para α, β ∈ Ω1 (M).
Si fijamos un sistema de coordenadas locales
(
xi
)
1≤i≤n
en la base M
y una base local (eα)1≤α≤m de secciones de τ , obtenemos un sistema de
coordonedas locales
(
xi, yα
)
de E.
Tenemos una expresio´n local del ancla y del corchete:
ρ (eα) = ρ
i
α
∂
∂xi
y [eα, eβ]ρ = C
γ
αβeγ
donde las funciones ρiα y C
γ
αβ verifican relaciones debidas a la condicio´n
de compatibilidad y a la identidad de Jacobi.
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5.2. Ca´lculo en algebroides de Lie
Dado un algebroide de Lie (E, τ,M, ρ) se definen la derivada de Lie y la
diferencial exterior.
Derivada de Lie
Sea s una seccio´n de E. Se define la derivada de Lie Lρs
– de una funcio´n f ∈ Ω0 (M,E) = F de clase C∞ por:
Lρs (f) = Lρ◦s (f) = iρ◦s (df)
– de una q–forma ω ∈ Ωq (M,E) (donde q > 0) por
(Lρsω) (s1, . . . , sq) = L
ρ
s (ω (s1, . . . , sq))
−
q∑
i=1
ω
(
s1, . . . , si−1, [s, si]ρ , si+1, . . . , sq
)
.
Diferencial exterior
Se define la diferencial exterior dρ
– de una funcio´n f ∈ F por
dρf = tρ ◦ df
– de una q–forma ω ∈ Ωq (M,E) (donde q > 0) por
(dρω) (s0, . . . , sq) =
q∑
i=0
(−1)i Lρsi (ω (s0, . . . , ŝi, . . . , sq))
+
q∑
0≤i<j≤q
(−1)i+j
(
ω
(
[si, sj]ρ , s0, . . . , ŝi, . . . , ŝj , . . . , sq
))
.
Si
(
xi
)
1≤i≤n
son coordenadas locales sobre M y si {eα}1≤α≤m es una
base local de secciones de τ tenemos las expresiones locales siguientes:
dxi = ρiαe
α y deγ = −
1
2
Cγαβe
α ∧ eβ
donde (eα) es la base dual de (eα).
Tenemos
dρ ◦ dρ = 0.
La cohomolog´ıa asociada con dρ se denomina la cohomolog´ıa del alge-
broide de Lie (E, τ,M, ρ) .
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5.3. Morfismo de algebroides de Lie
Definicio´n 18 Un morfismo de fibrados vectoriales ψ : E → E′ sobre f :
M →M ′ es un morfismo de algebroides de Lie (E, τ,M, ρ) y (E′, τ ′,M ′, ρ′)
si ψ∗ : Ωq (M,E′)→ Ωq (M,E) definida por:(
ψ∗α′
)
x
(s1, . . . , sq) = α
′
f(x) (ψ ◦ s1, . . . , ψ ◦ sq)
verifica la relacio´n:
dρ ◦ ψ
∗ = ψ∗ ◦ dρ′
5.4. Prolongaciones de algebroides de Lie
Vamos a recordar la definicio´n de la estructura de algebroide de Lie
sobre la prolongacio´n de un algebroide de Lie mediante una fibracio´n (ve´ase
[LMM], [Mar2] y [Nie]).
Sea (E, τ,M, ρ) un algebroide de Lie de rango m sobre una variedad M
de dimensio´n n y sea ν : P −→ M una fibracio´n de rango q, esto es, una
submersio´n sobreyectiva.
Para cada punto p ∈ P , consideramos el conjunto
T Ep P = {(b, v) ∈ Ex × TpP : ρ (b) = Tpν (v)}
donde Tν : TP −→ TM es la applicacio´n tangente a ν y ν (p) = x ∈M .
El conjunto T EP =
⋃
p∈P
T Ep P tiene una estructura natural de fibrado
vectorial cuya proyeccio´n es τEP : (b, v) 7→ ν (v).
Denotaremos de manera redundante (b, v) por (p, b, v).
El fibrado vectorial τEP : T
EP → P admite una estructura de algebroi-
de de Lie denominada prolongacio´n del algebroide de Lie E mediante la
fibracio´n ν o fibrado E-tangente a P .
El ancla ρP :T
EP → TP es la proyeccio´n sobre el tercer factor, i.e.
ρP (p, b, v) = v.
Con el fin de definir un corchete de secciones de τEP vamos a considerar
secciones particulares.
Una seccio´n Z ∈ Γ
(
τEP
)
se dice que es proyectable si existe una seccio´n
σ de τ : E −→M y un campo de vectores U sobre P proyectable mediante
al campo de vectores ρ (σ) y tales que Z (p) = (p, σ (ν (p)) , U (p)) para todo
p ∈ P .
El corchete de dos secciones Z1 y Z2 dadas por Zi (p) = (p, σi (ν (p)) , Ui (p)),
i = 1, 2, es:
[Z1, Z2]ρP (p) =
(
p, [σ1, σ2]ρ (ν (p)) , [U1, U2] (p)
)
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para cada p ∈ P .
Es fa´cil probar que se puede elegir una base local de secciones proyecta-
bles del espacio Γ
(
τEP
)
.
Si
(
xi, uA
)
1≤i≤n,1≤A≤q
son coordenadas locales sobre P y si {eα}1≤α≤m
es una base local de secciones de τ : E −→ M podemos definir una base
local {Xα,VA}1≤α≤m,1≤A≤qde secciones de τ
E
P dadas por:
Xα (p) =
(
p, eα (ν (p)) , ρ
i
α
(
∂
∂xi
)
p
)
y VA (p) =
(
p, 0,
(
∂
∂uA
)
p
)
Si z = (p, b, v) partenece a T EP donde b = zαeα, entonces v es de la
forma
v = ρiαz
α ∂
∂xi
+ vA
∂
∂uA
y podemos escribir:
z = zaXα (p) + v
AVA (p) .
Para Z ∈ Γ
(
τEP
)
dada localmente por Z = ZαXα + V
AVA se tiene que
ρP (Z) = ρ
i
αZ
α ∂
∂xi
+ V A
∂
∂uA
5.5. Prolongacio´n de morfismos de algebroides de Lie
Sean ν : P −→ M y ν ′ : P ′ −→ M ′ dos fibraciones. Sea Ψ : P −→ P ′
una aplicacio´n fibrada sobre ϕ : M −→ M ′. Consideramos dos algebroides
de Lie τ : E −→ M y τ ′ : E′ −→ M ′ y una aplicacio´n Φ : E −→ E′
fibrada sobre ϕ. Si Φ es admisible podemos definir una aplicacio´n admisible
TΦΨ : T EP −→ T E
′
P ′ por
TΦΨ(p, b, v) = (Ψ (p) ,Φ (b) , TΨ(v)) .
Recordamos el resultado siguiente (ve´ase [Mar1]):
Proposicio´n 19 TΦΨ es un morfismo de algebroides de Lie si y so´lo si Φ
es un morfismo de algebroides de Lie .
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6. L´ımites directos de prolongaciones de algebroi-
des de Lie
Definicio´n 20 Se llama a (Ei, τi,Mi, ρi)i∈N∗ sucesio´n directa de algebroides
de Lie si
1.
((
Ei, λ
j
i
))
i∈N∗, j∈N∗, i≤j
es una sucesio´n directa de fibrados vectoriales
de dimensiones finitas (τi : Ei →Mi) sobre la sucesio´n directa de variedades
de dimensiones finitas
((
Mi, ε
j
i
))
i∈N∗, j∈N∗, i≤j
2. Para cada i, j ∈ N∗ tales que i ≤ j, tenemos
ρj ◦ λ
j
i = Tε
j
i ◦ ρi
3. λji : Ei → Ej es un morfismo de los algebroides de Lie (Ei, τi,Mi, ρi) y
(Ej, τj ,Mj , ρj) .
Tenemos el resultado suiguiente:
Teorema 21 Sea (Ei, τi,Mi, ρi)i∈N∗ una sucesio´n directa de algebroides de
Lie.
Entonces
(
l´ım−→Ei, l´ım−→τi, l´ım−→Mi, l´ım−→ρi
)
es un algebroide de Lie conveniente.
Demostracio´n.–
1.
(
l´ım−→Ei, l´ım−→τi, l´ım−→Mi
)
es un fibrado vectorial conveniente sobre la variedad
conveniente l´ım−→Mi modelada sobre R
∞ (cf. Proposicio´n 11).
2. Sean
(
s1i
)
i∈N∗
y
(
s2i
)
i∈N∗
directas sucesiones de secciones de fibrados vecto-
riales πi : Ei →Mi. Entonces se cumplen las condiciones{
λji ◦ s
1
i = s
1
j ◦ ε
j
i
λji ◦ s
2
i = s
2
j ◦ ε
j
i
(1)
Tenemos que probar la compatibilidad de los corchetes:
λji ◦
[
s1i , s
2
i
]
Ei
=
[
s1j , s
2
j
]
Ej
◦ εji (2)
y de las propiedas de Leibniz:
λji ◦
[
s1i , gi × s
2
i
]
Ei
=
[
s1j , gj × s
2
j
]
Ej
◦ εji (3)
a) Con el fin de probar la compatibilidad de los corchetes utilizamos los morfis-
mos λji : Ei −→ Ej de algebroides de Lie sobre ε
j
i :Mi −→Mj que satisfacen:
dρi ◦
(
λji
)∗
=
(
λji
)∗
◦ dρj (4)
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y por tanto, aplicados a αj ∈ Ω
1 (Mj , Ej) :(
dρi ◦
(
λji
)∗
(αj)
) (
s1i , s
2
i
)
=
((
λji
)∗
◦ dρj (αj)
) (
s1i , s
2
i
)
.
El primer miembro es igual a(
dρi ◦
(
λji
)∗
(αj)
) (
s1i , s
2
i
)
= Lρi◦s1i
(((
λji
)∗
(αj)
) (
s2i
))
− Lρi◦s2i
(((
λji
)∗
(αj)
) (
s1i
))
−
((
λji
)∗
(αj)
) [
s1i , s
2
i
]
Ei
= X1j
(
αj
(
λji ◦ s
2
i
))
−X2j
(
αj
(
λji ◦ s
1
j
))
− αj
(
λji ◦
[
s1i , s
2
i
]
Ei
)
donde Xaj = ρj ◦ s
a
j con a = 1, 2 cumplen la relacio´n: X
a
j (fj) = X
a
i (fi) donde
fj = αj ◦ sj .
El segundo miembro es igual a((
λji
)∗ (
dρj (αj)
)) (
s1i , s
2
i
)
= dρj (αj)
(
λji ◦ s
1
i , λ
j
i ◦ s
2
i
)
= L
ρj◦λ
j
i
◦s1
i
(
αj
(
λji ◦ s
2
i
))
− L
ρj◦λ
j
i
◦s2
i
(
αj
(
λji ◦ s
1
i
))
− αj
[
λji ◦ s
1
i , λ
j
i ◦ s
2
i
]
Ej
= Lρj◦s1j
(
αj
(
λji ◦ s
2
i
))
− Lρj◦s2j
(
αj
(
λji ◦ s
1
i
))
− αj
[
λji ◦ s
1
i , λ
j
i ◦ s
2
i
]
Ej
= X1j
(
αj
(
λji ◦ s
2
i
))
−X2j
(
αj
(
λji ◦ s
1
j
))
− αj
[
λji ◦ s
1
i , λ
j
i ◦ s
2
i
]
Ej
En particular, para cada αj ∈ Ω
1 (Mj, Ej),
αj
(
λji
([
s1i , s
2
i
]
Ei
))
= αj
[
λji ◦ s
1
i , λ
j
i ◦ s
2
i
]
Ej
y por lo tanto:
λji ◦
[
s1i , s
2
i
]
Ei
=
[
λji ◦ s
1
i , λ
j
i ◦ s
2
i
]
Ej
.
Utilizando λji ◦ s
a
i = s
a
j ◦ ε
j
i , tenemos: λ
j
i ◦
[
s1i , s
2
i
]
Ei
=
[
s1j , s
2
j
]
Ej
◦ εji .
b) Con el fin de probar (3) vamos a establecer
λji ◦
(
gi ×
[
s1i , s
2
i
]
Ei
+
(
ρi
(
s1i
))
(gi)× s
2
i
)
=
(
gj ×
[
s1j , s
2
j
]
Ej
+
(
ρj
(
s1j
))
(gj)× s
2
j
)
◦εji
porque, para k ∈ {i, j}, tenemos:[
s1k, gk × s
2
k
]
Ek
= gk ×
[
s1k, s
2
k
]
Ek
+
(
ρk
(
s1k
))
(gk)× s
2
k
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Podemos escribir:
λji ◦
(
gi ×
[
s1i , s
2
i
]
Ei
+
(
ρi
(
s1i
))
(gi)× s
2
i
)
= λji ◦
(
gi ×
[
s1i , s
2
i
]
Ei
)
+ λji ◦
((
ρi
(
s1i
))
(gi)× s
2
i
)
= gi ×
(
λji ◦
[
s1i , s
2
i
]
Ei
)
+ λji
(
X1i (gi)
)
× λji ◦ s
2
i (λ
j
i es un morfismo)
= gi ×
([
s1j , s
2
j
]
Ej
◦ εji
)
+X1j (gj) ◦ ε
j
i × s
2
j ◦ ε
j
i cf. (2)
=
(
gj ◦ ε
j
i
)
×
([
s1j , s
2
j
]
Ej
◦ εji
)
+
(
X1j (gj)× s
2
j
)
◦ εji
=
(
gj ×
[
s1j , s
2
j
]
Ej
)
◦ εji +
(
ρj
(
s1j
)
(gj)× s
2
j
)
◦ εji
=
(
gj ×
[
s1j , s
2
j
]
Ej
+
(
ρj
(
s1j
))
(gj)× s
2
j
)
◦ εji .
3. Con la construccio´n de l´ım−→[ , ]i, si ρi es un morfismo de algebroides
(Ei, πi,Mi, ρi, [ , ]i)→ (TMi,Mi, [ , ]), entonces tenemos
l´ım−→ρi(l´ım−→[ , ]i) = [l´ım−→ρi(.), l´ım−→ρi(.)].
Es fa´cil probar que si cada corchete [ , ]i satisface la identidad de Jacobi, el
l´ımite l´ım−→[ , ]i satisface tambie´n la identidad de Jacobi. QED.
Sea (Ei, τi,Mi, ρi)i∈N∗ una sucesio´n directa de algebroides de Lie donde((
Ei, λ
j
i
))
i∈N∗, j∈N∗, i≤j
es la sucesio´n directa de fibrados associada. Sea
(Pi, νi,Mi)i∈N∗ una sucesio´n directa de fibrados vectoriales y θ
j
i : Pi −→ Pj
una aplication fibrada sobre εji : Mi −→Mj . Puesto que λ
j
i es un morfismo
entre los algebroides de Lie (Ei, τi,Mi, ρi) y (Ej, τj ,Mj , ρj), entonces T
λ
j
i θji :
T EiPi −→ T
EjPj es un morfismo de prolongaciones de algebroides de Lie
(cf. Proposicio´n 19). Con la condicio´n de compatibilidad
ρPj ◦ T
λ
j
i θji = Tθ
j
ι ◦ ρPi(
TEiPi, τ
Ei
Pi
, Pi, ρPi
)
i∈N∗
es una sucesio´n directa de algebroides de Lie.
Utilizando el Teorema 21 obtenemos el resultado siguiente:
Teorema 22
(
l´ım−→T
EiPi, l´ım−→τ
Ei
Pi
, l´ım−→Pi, l´ım−→ρPi
)
es un algebroide de Lie con-
veniente.
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Ejemplo 23 El oscilador armo´nico conveniente.– Consideramos el caso del
oscilador armo´nico que es un sistema bihamiltoniano. Consideramos aqu´ı el
l´ımite directo de prolongaciones de algebroides de Lie TEnE∗n donde En =
TRn y el ancla es el tensor de Nijenhuis
Nn =

(
x1
)2
+
(
y1
)2
2
0
0
(
x1
)2
+
(
y1
)2
2
. . .
(xn)2 + (yn)2
2
0
0
(xn)2 + (yn)2
2

.
Tenemos los corchetes siguientes:
[
∂
∂xk
,
∂
∂yk
]
Nn
= −yk
∂
∂xk
+ xk
∂
∂yk
.
Si
(
xi , µα
)
1≤i≤n,1≤α≤n
son coordenadas sobre T ∗Rn consideramos el hamil-
toniano, definido para
(
xi , µα
)
6= (0, 0), por
Hn :
(
xi , µα
)
7→
n∏
i=1
ln
((
xi
)2
+ (µα)
2
)
.
Tenemos une sucesio´n proyectiva de funciones.
Obtenemos las ecuaciones de Hamilton sobre cada T ∗Rn(cf. [Mar2] ):
dxi
dt
= ρiα
∂Hn
∂µα
dµα
dt
= −ρiα
∂Hn
∂xi
− µγC
γ
αβ
∂Hn
∂µβ
Estas ecuaciones se pueden simplificar de forma que:
dxi
dt
= µi
dµα
dt
= −xα
.
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